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1 Bin Packing
以下答案整理自百度文库1。
假设有 n 个物品 A1, A2, ..., An，体积分别为 a1, a2, ..., an ∈ (0, 1]，有若干个容量为

1 的箱子 B1, B2, ...，问怎样把这 n 个物品都装到箱子里，使所用的箱子越少越好。
这里提供两种解法，分别是 Next Fit(NF) 和 First Fit Decreasing(FFD) 算法。

1.1 Next Fit(NF)
对于每一个物品 Ai，如果当前箱子 Bj 能装下，则装入当前箱子，否则把当前箱子

关闭，新开一个箱子 Bj+1，并装入 Ai。
该解法的特点是按物品给定的顺序装箱，并且当当前箱子装不下当前物品时，关

闭该箱子（即使后续有物品可以装入该箱子，也不再打开），新开一个箱子使用。下面
证明该解法是一个 2 近似的解法。
假设最优情况下只用了 k 个箱子，即 zOPT (BP ) = k，需要证明 zNF (BP ) ≤ 2k。
反证。因为最优解为 k，假设每个箱子实际使用的容量为 bj，则有∑k

j=1 bj =
∑n

i=1 ai ≤
∑k

j=1 1 = k (1)

如果 zNF (BP ) > 2k，则对任意 i = 1, 2, ..., k，启用第 2i 个箱子是因为第 2i− 1 个
箱子放不下第 2i个箱子中的第一个物品，所以这两个箱子中物品的总体积大于箱子容
量 1，所以前 2k 个箱子中物品的总体积大于 k，和 (1) 式矛盾。所以 zNF (BP ) ≤ 2k，
NF 是一个 2 近似解法。
考虑实例 I：物品集体积为 {a1, a2, ..., a4N} = {1

2
, 1
2N

, 1
2
, 1
2N

, ..., 1
2
, 1
2N

}，则 zOPT (I) =

N + 1, zNF (I) = 2N, lim
N→∞

zNF (I)
zOPT (I)

= 2N
N+1

= 2，说明 2 是不可改进的。

1.2 First Fit Decreasing(FFD)
首先将 n 个物品按体积从大到小排序，所以有 a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ an。依次取物品 Ai，

去尝试装入 Bj。比如依次取物品 A1, A2, ...，当需要装 Ai 时，尝试将其装入 B1，如
果能装下，则装入；否则尝试装入 B2，直到装入为止；如果目前已开的 j 个箱子都不
能装下，则新开一个箱子 Bj+1，将 Ai 装入。
该解法的特点是首先排序，然后按物品体积从大到小装箱，对于每个物品 Ai，总

是放在能容纳它的具有最小标号的箱子里。下面证明该解法是一个 3
2
近似的解法。

显然对于任意的实例 I，有 zFFD(I) ≥ zOPT (I)，记 zFFD(I) = l, zOPT (I) = l∗。
首先证明两个结论：

1http://wenku.baidu.com/view/f6e7f80590c69ec3d5bb755f.html
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1. FFD算法所用的第 l∗ +1, l∗ +2, ..., l 个箱子中装的每个物品的体积不超过 1
3
。记

ai 是放入第 l∗ + 1 个箱子中的第一个物品，只需证 ai ≤ 1
3
。

反证。假设 ai >
1
3
，则 FFD 得到的前 l∗ 个箱子中最多装了 2 个物品，要不然

装 3 个及以上就超出了箱子容量 1 了。
可以证明存在 k ≥ 0，使前 k 个箱子恰各含一个物品，后 l∗ − k 个箱子各含两个
物品。否则存在前面某个箱子 Bp 装了两个物品 at1 , at2(t2 > t1)，后面某个箱子
Bq 只装了一个物品 at3。因为物品已按体积从大到小排序，故 at1 ≥ at3 , at2 ≥ ai，
因此 1 ≥ at1 + at2 ≥ at3 + ai，从而可以将 ai 放入 Bq 中，矛盾。

因为 FFD 未将 ak+1, ..., ai−1 放入前 k 个箱子，说明其中任意一个箱子都放不下
了，故在最优解中也至少有 k 个箱子不含 ak+1, ..., ai−1 中任意一个物品，假设
就是前 k 个箱子。因此在最优解中 ak+1, ..., ai−1 也会两两放入第 k + 1, ..., l∗ 个
箱子中，且因为这些物品长度大于 1

3
（假设前提），所以每个箱子只有两个物品，

且 ai >
1
3
已放不下。但最优解只有 l∗ 个箱子，ai 必须放入前 l∗ 个箱子中，产

生矛盾。故 ai ≤ 1
3
。

2. FFD 算法放入第 l∗ + 1, ..., l 个箱子中的物品总数不超过 l∗ − 1。

反证。如果至少有 l∗ 个物品放入第 l∗ + 1, ..., l 个箱子中，记放入第 l∗ + 1, ..., l
个箱子中的前 l∗ 个物品体积为 a1, ..., al∗，记 FFD 算法中前 l∗ 个箱子实际使用
容量为 b1, ...bl∗。显然 bj + aj > 1，否则体积为 aj 的物品可放入第 j 个箱子中。
因此

∑n
j=1 aj ≥

∑l∗

j=1 bj +
∑l∗

j=1 aj =
∑l∗

j=1(bj + aj) > l∗ (2)

这和最优解为 l∗ 矛盾（即和 (1) 式矛盾，(1) 式中的 k 为最优解）。

所以 1,2 两个结论成立。由此可知，FFD 算法比最优解多用的箱子是用来存放至
多 l∗ − 1 个物品，且这些物品的体积不超过 1

3
，因此

zFFD(I)
zOPT (I)

= l
l∗

≤ l∗+⌈ l∗−1
3

⌉
l∗

≤ 1 + l∗+1
3l∗

= 4
3
+ 1

3l∗

(3)

因为如果 l∗ = 1, 则 l = 1，故不妨设 l∗ ≥ 2，因此 zFFD(I)
zOPT (I)

≤ 4
3
+ 1

6
= 3

2
。FFD 是一

个 3
2
近似算法。
考虑实例 I：物品集体积为 {1

2
, 1
3
, 1
3
, 1
3
, 1
4
, 1
4
}，则 zOPT (I) = 2, zFFD(I) = 3，说明 3

2

是不可改进的。
NF 和 FFD 算法各有优缺点。NF 算法的质量没有 FFD 好，但在装某个物品时可

以不用考虑后续物品的体积，即来即装，适合场地较小时的在线装箱。FFD 算法质量
较好，但是要等所有物品都到齐之后，经过排序再装箱。

2 Steiner Tree Problem
以下答案整理自 University of Patras2

本题所描述的是 Metric Steiner Tree 问题：给定一个完全图 G = (V,E)，图中边的
权重满足三角不等式（即任意两边权重之和大于第三边）。给定顶点集 R ⊂ V，在 G
中找一个最小耗费树 T，使得 T 包含 R 中所有的点，也可能包含 V −R 中的点（这
些点被称为 Steiner 点，用集合 S 表示）。

2https://www.ceid.upatras.gr/webpages/courses/approx/book.pdf
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显然，R 中的一个最小生成树（MST）就是 Metric Steiner Tree 问题的一个可行
解，但是这个可行解并不总是最优解，因为 Metric Steiner Tree 问题是一个 NP-Hard
问题，比如 Figure 1。

5

5 5
3

3

3

Figure 1: 实心点集为 R，R中的MST为红线；空心点集为 S，蓝线组成Metric Steiner
Tree。MST = 10 < OPT = 9。

下面我们证明 R 中的最小生成树（MST）的解为最优解的 2 近似。
假设 Metric Steiner Tree 最优解为 G，其权重之和为 OPT。把最优解中的边都

double 一下，我们得到了一个欧拉图 G′（经过所有的边一次且仅一次，并回到出发
点）。

A

Figure 2: 实心点集为 R，空心点集为 S；实线为最优解 G，其权重之和为 OPT；虚
线为边 double 之后的图 G′，G′ 为一个欧拉图。

易知 G′ 中的权重之和为 2OPT。在 G′ 中，从 A 点出发，逆时针遍历欧拉图，通
过以下方法能得到 R 的一个 Hamilton 圈：删掉 R 和 S 之间的边，并越过 S 中的点，
把 R 中的点连起来，并保证每个点只访问一次，由此得到 R 的一个 Hamilton 圈 G′′，
如图 Figure 3。

A

Figure 3: 实线为最优解 G，虚线为用上述方法得到的只包含 R 中的点的 Hamilton 圈
G′′。

因为 G 有三角不等式的性质，所以 G′′ 中的权重和不超过 G′ 中的权重和 2OPT，
如果删掉 G′′ 中的某条边，则得到 R 的一个生成树 ST，ST 的权重之和小于 2OPT。
又因为 R 中的最小生成树 MST 的权重之和小于 ST 的权重之和，所以 MST<2OPT。
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考虑图 Figure 4 的实例，外围的 n 个点组成集合 R，集合 S 只包含中间一个点。
S 到 R 的边权重都为 1，R 之间的边权重为 2− ϵ，其中 ϵ > 0 是一个很小的数。R 上
的 MST 权重之和为 (n− 1)(2− ϵ)，最优 Metric Steiner Tree 由中点到外围 n 个点及

连边组成，OPT = n。 lim
n→∞

MST (R)
OPT

= (n−1)(2−ϵ)
n

= 2，说明 2 是不可改进的。

Figure 4: 外围的 n 个点组成集合 R，集合 S 只包含中间一个点。S 到 R 的边权重都
为 1，R 之间的边权重为 2− ϵ，其中 ϵ > 0 是一个很小的数。

3 Vertex Cover
给定图 G = (V,E)，对图进行 DFS，遍历过程中的非叶子节点构成集合 S，则 S

是 G 的一个顶点覆盖，且 S 中顶点的数量小于最小顶点覆盖的 2 倍。
首先证明 S 是 G的一个顶点覆盖。对于 G中任意一条边 eij，如果 i ∈ S 或 j ∈ S，

则 eij 被覆盖；如果 i /∈ S 且 j /∈ S，说明 i, j 都是叶子节点，但是我们知道 DFS 过程
中，叶子节点之间是不可能有边的，所以这样的 eij 不存在。S 是 G 的一个顶点覆盖。
下面证明该算法是一个 2 近似的算法。
首先断言在最小顶点覆盖中不可能有叶子节点，因为叶子节点的父亲总是比叶子

节点能覆盖更多的边，与其选叶子节点，不如选叶子节点的父亲。
对于任意一个顶点覆盖 V C，因为 V C 至少要把所有边都覆盖住，所以有∑

v∈V C deg(v) ≥ |E| (4)
又因为一条边贡献了 2 度，所以∑

v∈V C deg(v) +
∑

v/∈V C deg(v) = 2|E| (5)
由 (4)(5) 得 ∑

v/∈V C deg(v) ≤ |E| (6)
由前面分析可知，不属于 V C 的点包括叶子节点 L 和非叶子节点中不是顶点覆盖

的点 n− L− V C，而非叶子节点的度数至少为 2，所以有

|L|+ 2(n− |L| − V C) ≤ |E|
⇔ 2n− |E| − |L| ≤ 2V C
⇔ (n− |E|) + n− |L| ≤ 2V C
⇒ 1 + (n− |L|) ≤ 2V C

(7)

而 n− |L| 正是 DFS 中非叶子节点的个数，所以该算法是 2 近似的。
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4 MAX-3SAT
给定一个 3SAT 问题 ϕ(x1, ..., xn) = C1 ∧ ... ∧ Ck，对 n 个变量进行赋值，使得满

足的子句越多越好。
本题介绍两种算法。

4.1 1/2 近似算法
MAX-3SAT-APPROX1(ϕ)
1 for i = 1 to n
2 if xi = true makes more clauses be true
3 xi = true
4 else
5 xi = false
6 remove all true clauses from ϕ
7 return x

对于每个变量 xi，尝试将其设为 true 或 false，在所有包含 xi 的子句中，如果
xi = true 能让不少于一半的子句为 true，则设置 xi = true，否则设置 xi = false；把
为 true 的子句删掉，不断重复以上过程。
假设有 3SAT：

ϕ(x1, x2, x3) = (x1 ∨ x2 ∨ ¬x3) ∧ (¬x1 ∨ ¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2 ∨ ¬x3) (8)

对于 x1，设置为 true 只能保证第一个子句为 true，而设置为 false 能保证后面两
个子句为 true，所以 x1 = false。后续变量与此类似。
因为每次都至少使包含 xi 的一半的子句为 true，所以最终为 true 的子句数量至

少为 k/2，即该算法是 1/2 近似的。

4.2 7/8 近似算法
MAX-3SAT-APPROX2(ϕ)
1 for i = 1 to n
2 Flip a fair coin
3 if Heads
4 xi = true
5 else
6 xi = false
7 return x

对每个变量以 1/2 的概率设置为 true，以 1/2 的概率设置为 false，则一个子句为
true 的概率为 (1− (1

2
)3) = 7

8
。定义随机变量：

Zj =

{
1 if clause Cj is satisfied
0 otherwise

(9)

则 Z =
∑k

j=1 Zj 就是为 true 的子句数量，其期望为：

E[Z] =
∑k

j=1E[Zj] =
∑k

j=1 Pr(Cj is satisfied) = 7
8
k (10)

所以该算法是一个 7/8 近似算法。
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